Mathematische Methoden 2

SS 2024 D. Gross, K. Meinerz
Blatt 5, Abgabefrist 12.05.24 (Mit Material von J. Berg. Danke, J!)
1 Spur (7P)

Die Spur einer quadratischen Matrix ist geben durch
i

a) (3P) Zeige dass die Spur die Zyklizititseigenschaft Tr AB = Tr BA besitzt. Dabei
ist B eine n x m and A eine m x n-Matrix.

b) (4P) Zeigen Sie dass daraus
Tr A1A2 NN AkflAk =Tr A2A3 PN AkAl

und
TrTAT ' = Tr A

folgen.

Interpretation: Die letzte Gleichung zeigt, dass die Spur unter Ahnlichkeitstransfor-
mationen invariant ist. Warnung: Allgemeine Permutationen (also nicht zyklisch)
der Matrizen im Produkt kénnen die Spur verédndern.

2 Spurskalarprodukt und Blochdarstellung (4 P)
Das Spurskalarprodukt ist definiert als

(A,B)1, :=TrA'B

Dabei ist AT die zu A adjungierte Matrix. Ihr Elemente sind die komplex konjugierten
der transponierten Matrix:

Al = Ay

a) (2P) Driicken Sie (A, B)1, durch die Matrixelement A;; und B;; aus. In einem Satz:
Warum ist das Spurskalarprodukt tatsdchlich ein hermitesches Skalarprodukt?

b) (2P) Zeigen Sie, dass %O’Z‘ fir i =0,...,4 eine ONB bilden, wobei o9 = I und o;
mit ¢ = 1, 2,3 die Paulimatrizen sind.

Hinweis: Siehe Aufgabe 1 Blatt 3. Das Berechnen von 4 x 4 = 16 Matrixprodukten
ist nicht falsch, aber nicht nétig.

Interpretation: In der QM wird der Zustand
eines Spins durch eine 2 x 2-Matrix beschrie-
ben. Die Entwicklungskoeffizienten c, ¢y, c.
bzgl. der Paulimatrizen heiflen Blochdarstel-
lung und visualisieren die erwarteten Resul-
tate einer Spinmessung.



https://arxiv.org/abs/1406.2916

3 Lineare Abbildung unter Basiswechsel (5 P)

Sei V ein Vektorraum mit Basis B = {b;, ba}. Wikle eine zweite Basis B’ = {b;+ba, b —
bo}.

b) (2P) Bestimmen sie die Transformationsmatrizen T und T~!, um Vektoren zwi-
schen beiden Koordinatensysteme zu transformieren.

c) (3P) Sei nun V = R? und betrachten Sie die Rotation, die in der Basis B durch

aomo- (0 )

gegeben ist. Berechnen Sie die Basisdarstellung A’ bzgl. der Basis B’ durch Anwen-
dung des in der VL besprochenen Transformationsgesetzes fiir lineare Abbildungen.
Auf Blatt 2 haben Sie die gleiche Aufgabe “von Hand”, also ohne die allgemeine
Regel, gelost. Sie sollten, natiirlich, das gleiche Ergebnis erhalten.

4 Ebene Wellen als Basis (8 P)

Sei Zn = {1,...,N}. Wir betrachten den Vektorraum V der Funktionen f : Zy — C
mit dem Skalarprodukt (f,g) = >, 7. f(z)g(x).

Anmerkung: V ist natiirlich nichts anderes als CV mit Notation f(x) statt f, fiir Kom-
ponenten. Wir wahlen diese Notation, um spéter an das Kapitel iiber die Fouriertrans-
formation anschlielen zu kénnen.

Die Standardbasis B fiir V' sind die “delta-Funktionen” {6, }ycz, C V, definiert durch
0y : T+ Ogy. Also 6, ist 1 bei y und sonst 0.

a) (2P) Definiere desweiteren die “ebenen Wellen” f, € V durch f, = ﬁ dow NG,
Zeige, dass B’ := {fy}yez, eine ONB darstellt. Sie heiit die Fourierbasis.

b) (3P) Die Transformationsmatrix TS, von der Fourier- in die Standardbasis hat
Elemente

1 on
(TB/)xy - T@’L%Iy.

Priife, dass die inverse (T%,)"! = TS durch (T8 ),y = ﬁe‘i%ﬂw gegeben ist.

Betrachte nun die zyklische Rechtsverschiebung R auf V', definiert durch (Rf)(z) =
f(xz —1). Dabei nehmen wir “zyklische Randbedingungen” an, d.h. wir setzen f(—1) =
f(N —1). (Wenn man die Elemente von Zy gleichméfig auf einem Kreis anordnet,
entspricht R einer Rotation jedes Punktes auf seinen Nachbarn im Uhrzeigersinn).

c) (3P) Zeige, dass die Basisdarstellung A = ¢5(R) durch A,y = 0, ,+1 gegeben ist.
Berechne A’ = T§ A(TE )~

Hinweis: Sie diirfen folgende Relation nutzen (die plausibel ist, wenn man die Zahlen
{ei%ﬂx}xez v in der komplexen Ebene aufmalt):

Z e (v)7 = Ny, x,Y,2 € LN.
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