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1 Allgemeine Determinanten (4 P)

a) (1P) Nutzen Sie die Leibnizformel um zu zeigen, dass det(A) = det(A?).
b) (1P) Zeigen Sie, dass det(AA) = A" det(A).

c) (2P) Sei A eine n x k-Matrix und B eine k x n-Matrix, mit & < n. Welche Aussage
kann man tiber det(AB) treffen?

Hinweis: Denken Sie an die Aussagen iiber den Rang von Blatt 4.

2 Determinanten im R?® (6 P)

In drei Dimensionen findet in der Literatur drei verschiedene Rezepte, um die Determi-
nante zu berechnen (wie passend!).

1. Die Leibnizformel.

2. Das Spatprodukt dreier Vektoren ist (a x b, c). Dabei stehen die spitzen Klam-
mern fiir das Standard-Skalarprodukt und “x” ist das Vektorprodukt:

al bl a2b3 — a3b2
az | X bg = a3b1 — al bg
as b3 a1by — agby

3. Bei der Regel von Saurrus werden zur Hilfestellung die beiden linken Spalten
der Matrix noch einmal rechts neben die Matrix geschrieben. Dann werden die Pro-
dukte der Matrixeintriage iiber die Diagonalen gebildet (fiir jede Diagonale ergibt
sich also ein Produkt aus drei Matrixeintragen).

Die Produkte aller Diagonalen werden addiert, wobei die Diagonalen in \-Richtung
das Vorzeichen “+” und die Diagonalen in -Richtung “—” bekommen (s. Abbm).
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Aquivalenz von drei Regeln:

! Bildnachweis: CC BY-SA 4.0


https://de.wikipedia.org/wiki/Regel_von_Sarrus#/media/Datei:Sarrus_rule1.svg

a) (4P) Zeigen Sie, dass die Leibniz-Formel, die Regel von Sarrus, und das Spatpro-
dukt alle &quivalent zu einander sind.

b) (2P) Gegeben sind die drei Vektoren

1 3 -2
al 3 ag = 2 as = 1
2 4 1

Berechnen Sie die Determinante mit einem Verfahren Threr Wahl. Wie kann man
das Ergebnis interpretieren?

3 Orthogonale Abbildungen (5P)

Eine reelle n x n-Matrix O ist orthogonal wenn OO = 1.

a) (2P) Zeigen Sie, dass orthogonale Matrizen das Volumen erhalten.

b) (1P) Geben Sie ein Beispiel fiir eine orthogonale Matrix, die nicht die Orientierung
erhalt.

c) (2P) Zeigen Sie, dass das Produkt AB zweier invertierbarer Matrizen A, B die
Orientierung dndert, wenn genau eine der beiden Faktoren diese Eigenschaft hat.

Interpretation: Orthogonale Matrizen formen die Symmetriegruppe O(n) euklidischer
Vektorraume. Die orthogonalen Matrizen, die auch noch Orientierung erhalten, bilden
eine Untergruppe: SO(n), die spezielle orthogonale Gruppe. Wir werden diese Objekte
noch genauer studieren.

4 Charakteristische Polynome (5 P)

Jeder Matrix A ist das charakteristische Polynom
pa(x) = det(zl — A)

zugeordnet.

Stellen Sie die charakteristischen Polynome fiir folgende Matrizen auf, und finden Sie
jeweils alle Nullstellen:

Al

A =0y, A:<O A\

0 01
> ) A=11 0 0],
010
wobei o1 eine Pauli Matrix ist, wie in Blatt 3 eingefiihrt wurde.

Interpretation: Die Nullstellen entsprechen jeweils den Eigenwerten, wie wir bald sehen
werden.
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