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1 Gaufisches Eliminationsverfahren (10 P)
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a) (3P) Losen Sie Az = b mit Hilfe des Gaufverfahrens.

b) (2P) Finden Sie die LU-Zerlegung A = LU, wobei L eine normierte untere Drei-
ecksmatrix, und U eine obere Dreiecksmatrix ist. (Eine Dreiecksmatrix L ist nor-
miert, wenn die Diagonaleintrige L;; gleich 1 sind). Lesen Sie det A ab.

c) (3P) Finden Sie eine Diagonalmatrix D und eine normierte obere Dreiecksmatrix

U, so dass A = LDU. Bestimmen Sie aus diesen Ergebnissen die inverse Matrix
AL

d) (2P) Die Eigenwertgleichung einer reellen Matrix kann komplexe Losungen haben.
Argumentieren Sie, dass im Gegensatz dazu, eine losbare lineare Gleichung mit:

e ...reellen Koeffizienten eine relle Losung, und eine

e ..mit ganzzahligen Koefliziente eine rationale Losung

hat.

2 Positiv semi-definite Matrizen (10 P)

Eine n x n-Matrix R, is positiv semidefinit (psd) wenn (1) Rf = R und (2) fiir alle v € C"
ist das hermitesche Skalaprodukt (v, Rv) > 0.

Zugegeben, der Name kénnte nicht umsténdlicher sein... ... aber Sie sollten trotzdem ler-
nen ihn auszusprechen, denn positiv semidefinite Matrizen spielen in vielen Gebieten eine
wichtige Rolle. In der QM werden sie Dichtematrizen genannt und beschreiben “gemisch-
te Zustdnde”; in der Statistik treten sie als Kovarianzmatrizen auf, die Abhéngigkeiten
zwischen korrelierten Grofien erkléaren konnen; und die |Polarzerlequng| zeigt, dass man
sie als “matrixwertige Version der positiven Zahlen” interpretieren kann.

a) (2P) Zeigen Sie, dass eine hermitesche Matrix R genau dann psd ist, wenn sie
nicht-negative Eigenwerte hat.

Hinweis: Entwickeln Sie v € C" in der Eigenbasis und berechnen Sie (v, Rv).

b) (2P) Sei A eine beliebige n x m-Matrix. Zeigen Sie, dass R = AAT psd ist. Folgern
Sie, dass fiir beliebige Zahlen p;, > 0 und Vektoren v; € C", die Matrix R =

> pivi'vg psd ist.
Hintergrund: Der letzte Ausdruck ist in der QM wichtig. Dort beschreiben die Vek-

toren v; ‘“reine” Zusténde eines Systems, die mit den p;’s “gewichtet und gemischt”
werden.


https://de.wikipedia.org/wiki/Polarzerlegung

c) (2P) Zeigen Sie, dass wenn R, S psd sind, dann ist Tr(RS) > 0.

Hintergrund: In der QM werden gewisse Messwahrscheinlichkeiten durch Tr(RS)
berechnet. Die Interpretation macht natiirlich nur dann Sinn, wenn das Ergebnis
nicht negativ ist.

Betrachten Sie ein Sammlung {x;}¥ | von Vektoren im R". Wir interpretieren sie als N
Stichproben eines statistischen Experiments, bei dem pro Stichprobe n Zahlen gesammelt
werden — z.B. die Antworten auf eine Umfrage mit n Fragen. Der (vektorielle!) Mittelwert
ist m = % >, x;. Die Kovarianzmatriz ist

1

=N i (x; — m)(x; —m)".

Fiir n = 1 ist R = s2 die empirische Varianz von N reellen Stichproben, die Sie vielleicht
kennen.

d) (2P) Zeigen Sie, dass R psd ist.

e) (2P) Zeigen Sie, dass Tr R > 0, mit Gleichheit genau dann, wenn alle Stichproben
gleich sind, &; = x;. (Man kann die Spur der Kovarianzmatrix also als Maf der
Streuung benutzen).

Ausblick: Die Eigenwete und Eigenvektoren der Kova-
rianzmatrix konnen versteckte Strukturen in grofsen
Datensétzen auffinden. Das schauen wir uns praktisch
auf dem néchsten Zettel an.
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3 Polarisationsidentitét (6 P)

Wenn man innere Produkt berechnen kann, so auch Langen, denn [|v|| ist ja nicht anderes

als \/(v,v). Uberraschenderweise gilt auch die Umkehrung! Das folgt aus den sogenann-
ten Polarisationsidentitdten.

a) (3P) Seien zunichst v,w € R". Berechnen Sie 1([lv + w||? — [[v — w||?). Warum
folgt daraus die Behauptung?

b) (3P) Der komplexe Fall folgt aus 1 (|[v+w|? — [|v —w||? —i[|v + iw]||* +i|v — iw||.
Wie?
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