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1 Dreidimensionaler isotroper harmonischer Oszillator

Der isotrope’ harmonische Oszillator entspricht dem Potential

V(X) = Emwzrz, r=|X|.

Die zeitunabhdngige Schrodinger-Gleichung lautet somit

s 1 .
(= 5 V24 5ma? %12y = Eg. (1)

Im Folgenden werden Sie zundchst die Eigenwerte bestimmen und dann die Eigenfunktionen in
Form von Kugelflachenfunktionen und Radialfunktionen ausdriicken.

a)

b)

Beginnen Sie mit der Losung des Eigenwertproblems, indem Sie die Tatsache ausnutzen, dass
der dreidimensionale Oszillator als Summe von drei unabhingigen eindimensionalen Oszil-
latoren betrachtet werden kann. Machen Sie davon Gebrauch, indem Sie eine Trennung der
Variablen durch den Ansatz (¥) = ¢ (x1)p®) (x2) 3 (x3) fiir die kartesischen Koordinaten
X = (x1,x2,x3) anwenden. Verwenden Sie diesen Ansatz, um die Energie-Eigenwerte E, und die
entsprechenden Entartungen d,, zu finden. Es ist vollkommen in Ordnung, die Eigenwerte eines
eindimensionalen harmonischen Oszillators nachzuschlagen.

Hinweis: Erinnern Sie sich daran, dass die Entartung die Anzahl der linear unabhidngigen
Eigenfunktionen ist, die dem gleichen Eigenwert entsprechen. Um die Entartung zu berech-
nen, kann man sich genau n Bélle vorstellen, die iiber drei Kéastchen verteilt werden sollen.
Auf wie viele Arten kann dies geschehen? Angenommen, Sie legen n; Bille in Kéastchen 1.
Auf wie viele Arten kénnen die verbleibenden Bille dann auf die Késtchen 2 und 3 verteilt
werden?

(6 Punkte)

Der Hamiltonoperator ist sphirisch symmetrisch (rotationsinvariant). Daher sollte man dazu
in der Lage sein, die Eigenfunktionen in Form von Kugelflichenfunktionen und Radialfunk-
tionen auszudriicken. Prinzipiell konnten Sie tiber die Eigenfunktionen der eindimensionalen
Oszillatoren in a) fortfahren. Dies wiirde jedoch die Berechnung einiger unangenehmer Inte-
grale erfordern.” In Kugelkoordinaten nimmt (1) folgende Form an

11 1d ,d 1
%ﬁLzlP(r' 0,¢) — %r—zarzElp(r, 6,p) + Emwzrzl,b(r, 0,¢) = E,p(1,6,9), (2)

wobei hier die Eigenwerte E,, verwendet werden, die Sie bereits in a) erhalten haben. Der Dre-
himpulsoperator L? verwandelt sich in Kugelkoordinaten in ein Ungeheuer, aber fiir diesen

"Hier bedeutet ,isotrop”, dass die Federkonstante in allen Richtungen gleich ist. Im Falle unterschiedlicher Federkon-

1 2,2

stanten wiirde man V(%) = 3m(w?x? + w3x3 4+ w3x3) verwenden.
?Zumindest glaube ich, dass sie unangenehm zu berechnen wiren, aber ehrlich gesagt habe ich es nicht versucht.
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Kontext reicht es, dass die normalisierten Eigenfunktionen von L? die Kugelflachenfunktio-
nen Y"I sind, mit L?Y/" = I(I + 1)h2Yl’". Machen Sie den Ansatz ¢(r,6,¢) = R(r)Y]"(6,¢) und
zeigen Sie, dass die Radialgleichung (die Gleichung fiir R(r)) in die Form eines effektiven Modells eines
Teilchens, das sich in einem eindimensionalen Potential bewegt, gebracht werden kann:

( n? d?

T omar T Veff(r>)u<r> = Equ(r), fir u(r) =rR(r). G)

Bestimmen Sie das effektive Potential V.. Hier sind E, die Eigenwerte, die Sie in a) erhalten
haben.

(3 Punkte)

o) Im Folgenden sollen die Eigenfunktionen der Radialgleichung (3) gefunden werden. Eine Stra-
tegie, dies zu tun, ist, die Gleichung in eine Form umzuschreiben, die bereits von jemand
anderem gelost wurde. Der Punkt ist, dass frithere Generationen von Physikern und Mathe-
matikern wie fleiflige Biber daran gearbeitet haben, ,spezielle Funktionen” aus verschiede-
nen charakteristischen Differentialgleichungen zu entwickeln. Im Folgenden werden Sie diese
Strategie anwenden und (3) als einen Spezialfall der generalisierten Laguerre-Gleichung um-
schreiben. Der erste Schritt besteht darin, den Variablenwechsel

N £ S
= r, = 'Y, ’Y—h

vorzunehmen und die Funktion

fx) =u(y/7)

zu definieren. Zeigen Sie, dass (3) umgeschrieben werden kann zu

d? d I(1+1)1 1 3
Zfo(x)Jraf(x)— > ;f(x)—ixf(x)+(§+n)f(x)—0. (4)
(4 Punkte)
d) Als nichsten Schritt machen Sie den Ansatz
f(x) _ x(l+1)/2€—x/2g(x)_
Zeigen Sie, dass (4) zu
d’g 1 dg 1
xﬁjL((l+§)+1—x)a+§(n—l)g(x)—0 (5)
wird.

(5 Punkte)

e) Jetzt konnten Sie fragen, warum man mit (6) zufriedener sein sollte als mit (2). Die Antwort ist,
dass (6) zu jenen Klassen von Gleichungen gehort, deren Losungen bereits bestimmt wurden,
namlich die der generalisierten Laguerre-Gleichungen

2

d d «
(x@-l-(zx-l-l—x)a-l-k)L,(()(x):O. (6)

Fiir nicht-negative ganze Zahlen k sind die Losungen die generalisierten Laguerre-Polynome
L,((D‘). Mit « = [+ } und k = J(n —I) kann man also schliefen, dass die Losung von (6)
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1
g(x) = L(%I(J;i )l) (x) ist. Man konnte nun die generalisierten Laguerre-Polynome nachschlagen,

1

wenn man mochte. Hier wird jedoch einfach L(ll(tlz)l)
L(n—

getan werden sollte, ist, die einzelnen Schritte nachzuvollziehen und die Losungen R(r) der
1

2)
2

_])
finden; es reicht aus,

als Symbol beibehalten. Was dennoch

Radialgleichung (3) zu bestimmen. Driicken Sie die Losungen R,,; in Bezug auf L(ll;; aus. Nur
2

(I+3)

3 (n=1)

auszudriicken. Zudem miissen die Wellenfunktionen nicht normali-

um es klarzustellen: Sie miissen keine expliziten Ausdriicke fiir L

1
R, ; in Bezug auf L(ll+2)

’ 5 (n=1I)
siert werden.

(2 Punkte)

Bemerkung: Streng genommen gibt es ein Liicke in dieser Argumentation. Wie oben er-
wahnt, muss k eine nicht-negative ganze Zahl sein. Es ist zwar bekannt, dass n und / ganze
Zahlen sind, aber das reicht nicht aus, um zu garantieren, dass 1(n — ) eine nicht-negative
ganze Zahl ist. Aufierdem wird n > [ benotigt. Wenn n gerade ist, muss [ ebenfalls gerade
sein und wenn 7 ungerade ist, muss auch [ ungerade sein. Prinzipiell miisste dies bewiesen
werden. Dies wird hier jedoch iibersprungen. Man kénnte anmerken, dass (6) auch Losungen
haben kann, wenn k keine ganze Zahl ist. In diesen Féllen sind die Losungen jedoch typischer-

weise keine Polynome.
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