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Auf dem letzten Ubungsblatt haben Sie die Bekanntschaft folgender drei Operatoren gemacht:
o1 =0x = [0) (1] +[1)(0], o2 =0y = —i{0){1[ +i[1)(0], o3 == =[0)(0] —[1)(1],

wobei {|0), |1)} eine Orthonormalbasis ist. Hier wird die Notation 1, 03, 03 fiir 0y, 0, 0 eingefiihrt,
eine geldufige Alternative, die fiir dieses Ubungblatt niitzlich sein wird. Diese Operatoren wer-
den Pauli-Operatoren genannt und sind eng verwandt mit zwei-dimensionalen Hilbertrdumen wie
denen von Spin-1/2-Teilchen.

1 Die Bloch Sphire

Im Allgemeinen ist es nicht einfach Quantenzustidnde zu visualisieren. Fiir zwei-dimensionale
Hilbertraume allerdings, gibt es eine ungewo6hnlich einfache Darstellung, namlich die Bloch-Sphire.
In dieser Aufgabe wird selbige eingefiihrt werden.

3 A

a) Fiir einen zwei-dimensionalen Hilbertraum mit Basis {|0),|1)} koénnen alle normalisierten
Vektoren folgendermafsen dargestellt werden:

y) =al0) +Bl1), aBeC, |af+|pF=1.
Zeigen Sie, dass so ein Zustand bis auf eine globale Phase” wie folgt ausgedriickt werden kann:

[¥(6,¢)) = cos(8/2)|0) +€?sin(6/2)[1), 0<6<m 0<¢<2m (1)

Hinweis: Versuchen Sie es mit der Polar-Darstellung der zwei komplexen Zahlen « und .
(3 Punkte)
b) Man kann 0 < 6 < 7 und 0 < ¢ < 27 jeweils als Polar- und Azimuthwinkel in einem

Kugelkoordinatensystem (mit Radialteil » = 1) interpretieren. Mit anderen Worten: die Menge
von Zwei-Niveau-Zustinden kann auf eine kugelformige Flache abgebildet werden. Rufen

'Erinnern Sie sich daran, dass zwei Vektoren, welche sich nur bis auf eine globale Phase unterscheiden, den gleichen
Zustand représentieren. Um die Terminologie zu klarifizieren: e'? ist ein “Phasenfaktor” und ¢ ist die "Phase".
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Sie sich in Erinnerung, dass die Transformation in kartesische Koordinaten xi,x, x3 durch
folgende Gleichung gegeben ist:

X1

X2 | =

X3

Wie sich herausstellt sind diese kartesischen Koordinaten nichts anderes als die Erwartungs-
werte der Pauli-Operatoren. Zeigen Sie, dass

(2)

sin 6 sin ¢
cos 0

sin 6 cos 4)}

(plorlyp) = x1,  (Ploa|yp) = x2, (Ploa|p) = x3,

fiir | in (1) und x1, x2, x3 wie in (2).

(3 Punkte)

2 Eigenzustinde von Spin-1/2-Teilchen in einem magnetischen Feld

Zu einem Spin-1/2-Teilchen kann tiblicherweise ein magnetisches Moment assoziert werden, d.h.,
dass das Teilchen als kleiner Magnet agiert, welcher durch ein externes Magnetfeld beeinflusst wer-
den kann. Betrachten Sie ein homogenes Magnetfeld, welches in die Richtung eines Einheitsvektors
@€ R3 d. h 213:1 wjz = 1, ausgerichtet ist. Der Hamiltonoperator des Spin-1/2-Teilchens in diesem
Feld kann wie folgt dargestellt werden:

-

H:—%c?)-a, v >0, (3)

Erinnern Sie sich daran, dass die Pauli-Operatoren hermitesch sind (letztes Ubungsblatt, Aufgabe
2a)). Aus @ € R? folgt dann, dass auch die Linearkombination & - ¢ = 2]3:1 wjo; und somit auch H
hermitesch ist.

a) Man moge sich vorstellen, dass der Hamiltonoperator fiir den Spezialfall bei dem das ma-
gnetische Feld in Richtung von & = (0,0,1) zeigt, d. h. entlang der 3-Achse (oder z-Achse),
folgende Form annimmt

Y Y v
H=—Zop=—2 L)
Loy = ~Zop0 +

Was ist der Grundzustand (niedrigste Energie) und was ist der angeregte Zustand (hichste Energie)
dieses Hamiltonoperators? Welchen Punkten auf der Bloch-Sphiire entsprechen diese Zustinde? Wie
hingen diese Punkte mit der Ausrichtung des Magnetfelds &0 = (0,0,1) zusammen?

(2 Punkte)

b) Nehmen Sie nun an, dass das Magnetfeld in folgende Richtung orientiert ist:
@(0,¢) = (sin b cos ¢, sin O sin ¢, cos ).

Bestitigen Sie, dass |(6,¢)) und |¢ (7t — 6, ¢ + 1)) Eigenzustinde von H (6, $) sind und bestimmen
Sie die dazugehorigen Eigenwerte. Die Eigenzustande | (0, ¢)) und |¢(m — 6, ¢ + 7)) korrespon-
dieren zu zwei Punkten auf der Bloch-Sphére. Wie hingen diese beiden Punkten auf geometrischer
Ebene zusammen? Wie hingen die beiden Punkte mit der Richtung (0, $) des Magnetfelds zusam-
men? Sie konnen fiir Ihre Herleitungen ausnutzen, dass |(7r — 6, ¢ + 7)) umgeschrieben wer-
den kann zu

lp(t—6,¢+ m)) =sin(6/2)]0) — P cos(0/2)]1),
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sowie die folgenden trigonometrischen Identitaten:

sin(0/2)sin6 + cos(0/2) cos§ = cos(6/2), cos(6/2)sin® —sin(0/2) cos® = sin(6/2).

Hinweis: Beachten Sie, dass Sie lediglich bestitigen miissen, dass die gegebenen Eigenzu-
stinde die Eigenwert-Gleichung losen. Also einfach einsetzen und testen! Aufierdem kon-
nen Sie, wenn Sie Aufgabe a) anschauen, raten, welcher der beiden Zustinde |¢(6,¢)) und
|p(t —6,¢ + 1)) der Grundzustand ist.

(4 Punkte)

3 Dynamik eines Spin-1/2-Teilchen in einem magnetischen Feld

In der letzten Aufgabe wurden Eigenwerte und Eigenzustdnde von Spin-1/2-Teilchen betrachtet.
In dieser Aufgabe werden Sie sich nun mit der Dynamik des Systems beschaftigen.

a)

b)

<)

Bevor Sie sich dem Zeit-Entwicklungsoperator zuwenden, miissen ein paar technische Beob-
achtungen gemacht werden. Zeigen Sie, dass

(@-7)? =1,
wobei Sie folgende Relation benutzen diirfen:

U'jO'k = jkl + iZejkl(rl.
!

Hier ist €jy das Levi-Civita-Symbol, welches anti-symmetrisch beziiglich aller Permutationen
von Indizes ist (z. B. €ji = —e€;r)-

(3 Punkte)

Erinnern Sie sich daran, dass die Zeit-Entwicklung fiir den Hamiltonoperator (3) durch die
Familie unitiarer Operatoren U(t) = e *H/" gegeben ist. Zeigen Sie, dass

o[ i ien () 6.5
Ug(t) = cos <2h>1+zsm<2h>w 7.

Hinweis: Benutzen Sie die Taylor-Entwicklung.
(3 Punkte)

Nun werden Sie untersuchen, wie die Zeit-Entwicklung auf der Bloch-Sphire aussieht. Neh-
men Sie der einfachheithalber an, dass das Magentfeld in Richtung der 3-Achse (z-Achse)

zeigt, d.h.,
t AL t
U1 (t) = cos (é;) 1+isin <2,;) 0.

Bestimmen Sie U o1)(t)|$(0,¢)) fiir einen Anfangszustand |((0,¢)). Zeigen Sie, dass der dazuge-
horige Bloch-Vektor um die 3-Achse (z-Achse) rotiert und bestimmen Sie die Rotationsrate.

Hinweis: Erinnern Sie sich daran, dass eine globale Phasenverschiebung den Bloch-Vektor
nicht verdndert.

(2 Punkte)

Bemerkung: Ein Spin (mit magenitschem Moment) in einem konstanten uniformen magneti-
schen Feld prazediert, d. h. die Komponente, die orthogonal zum Feld ist, rotiert. Daraus kann
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gefolgert werden, dass der Hamiltonoperator im vorliegenden System eine Rotation induziert
und dass die unitdren Operatoren U(x) = ¢*“7 Rotationen um die @-Achse reprasentie-
ren. Dies liefert ein Beispiel dafiir, wie Familien von unitiren Operatoren eine Symmetrie-
Operation darstellen konnen. Man moge zusitzlich beachten, dass der Operator @ - ¢ die
Familie dieser unitdren Darstellungen durch Exponentiation generiert.
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