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1 Eigenschaften von Observablen: Ein paar Fingeriibungen (5 Punkte)

Hauptziel dieses Zettels ist die zweite Aufgabe. Bevor wir sie in Angriff nehmen konnen, brauchen
wir einige technische Aussagen, deren Beweise in der VL ausgelassen wurden.

a) Zeigen Sie die Vertauschungsrelation [X, P| = ihl, indem Sie beide Seiten auf eine Funktion ¢
anwenden. Dabei ist 1 der Identititsoperator, der Funktionen auf sich selbst abbildet (1y)(x) =

(%)
b) Im Skript wird gezeigt, dass der Ortsoperator hermitesch ist. Zeigen Sie, dass auch der Impulsope-
rator hermitesch ist, also dass gilt
[ ol (Pypdx = [ (Pp() p(x)dx.

Nehmen Sie dazu an, dass limy_s4+c ¢ = limy— 4+ P = 0.
Hinweis: Partielle Integration ist Ihre Freundin.

2 Heisenbergsche Unschirferelation (15 Punkte)

In dieser Ubung werden wir die Heisenbergsche Unschérferelation
(AX)(AP) > g (1)

herleiten. Sie besagt, dass es keinen Zustand gibt, der sowohl bei Orts- wie auch bei Impulsmessungen
zu scharf konzentrierten Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiihrt. Das Phanomen ist verwandt mit der
Zeit-Frequenz-Unschiérfe fiir klassische Wellen, die in der VL besprochen wurde. Hier schrianken
wir uns nicht auf Gaufische Wellenpakete ein, sondern beweisen die Ungleichung fiir beliebige
Wellenfunktionen. Auch nutzen wir die in der QM f{ibliche Operatordarstellung.

a) Fiihren Sie die zentrierten Operatoren X = X — (X) und P = P — (P) ein. Zeigen Sie:
(X) =0, (R)=(aX?  [%B=[XP|.

Anmerkung: Den Ubergang von X zu X kann man sich als Wechsel in ein Bezugsystem
vorstellen, in dem der Urpsrung von Ortsmessungen auf den Ortserwartungswert gelegt wurde.
Eine solche Verschiebung dndert nichts an der Standardabweichung AX, macht die nichste
Rechnung aber weniger schrecklich.

b) Wir definieren nun den Operator A = X + iAP, wobei A € R ein frei wihlbarer Parameter ist.
Zeigen Sie, dass

|1 Ap(x) Pax = (AX)? = A+ A2(AP)?, (2)
Hinweis: Behalten Sie die symbolische Notation der Operatoren bei (Ersetzen Sie also moglichst
nicht Xy (x) durch x¢(x) oder Py(x) durch —ihg—f(x)) und nutzen Sie die Ergebnisse der
vorigen Aufgabe. Diese Rechnung ist etwas langer als die bisherigen.

Anmerkung: A ist lediglich eine mathematische Hilfskonstruktion und trdgt keine direkte

physikalische Bedeutung.
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¢) Wir bezeichnen die rechte Seite der letzten Rechnung mit I(A). Begriinden Sie, warum I1(A) > 0
gilt. Stellen Sie dann mittels dieser Ungleichung und Gleichung (2) eine Ungleichung fiir (AX)? auf.
Wiihlen Sie anschlieflend A so, dass die Ungleichung eine moglichst starke Aussage macht. Folgern Sie
schliefilich, dass Gleichung (1) gilt.

d) Die Position eines einzelnen Virus-Partikels kann unter giinstigen Bedingungen auf 5nm genau
bestimmt werden." Die Masse eines einzelnen SARS-CoV-2 Partikels liegt bei etwa 1fg.? Wie
genau kann die Geschwindigkeit eines Partikels bestimmt werden?

3 Dispersionsrelation der quantenmechanischen Wellenfunktion (5 Punkte)

In dieser kurzen Ubung schauen wir schon mal auf die Dynamik von Quantenystemen, die uns bald
beschéftigen wird.

Die Dispersionsrelation einer Welle beschreibt den Zusammenhang zwischen der Wellenzahl k
und der Kreisfrequenz w. In der Vorlesung haben wir diese Relation fiir Schallwellen (in einem
einfachen Modell) kennen gelernt: w(k) = ck, wobei c die (fiir alle k gleiche) Schallgeschwindigkeit
ist. Die quantenmechanische Wellenfunktion eines freien Teilchens erfiillt die Schrodingergleichung

. s
lhgll](x/t) = —%a—xﬂ/z(x,t)

wobei m die Masse des Teilchens ist. Zeigen Sie, dass ebene Wellen der Form p(x,t) = e/~ dje
Schrodingergleichung losen und bestimmen Sie die zugehorige Dispersionsrelation sowie die Ausbreitungsge-
schwindigkeit c(k) = %.

Anmerkung: Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellenfunktion ist also abhédngig von der Wellen-
zahl. Dieses Phanomen kennen wir aus der Optik dispersiver Medien. Zum Beispiel folgt daraus, dass
der Brechungsindex von der Wellenzahl (und damit von der Wellenldnge) abhédngt, zu beobachten ist

dies dann an einem Prisma:
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Den Einfluss der Dispersion auf das Verhalten quantenmechanischer Objekte werden wir im Laufe
des Semesters genauer betrachten.
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