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Da die Vorbereitung fiir “Eigenfunktionen”-Aufgabe in der VL am Dienstag nicht abgechlossen wur-
de, ist die Bearbeitungsfrist dafiir um eine Woche verldangert. Hier daher noch eine Prasenziibungen
tiir die Tutorien in dieser Woche. Es gibt keine Punkte dafiir.

1 Prdsenziibung: Komplexe Koordinaten fiir den klassischen Oszillator

Wir betrachten den klassischen harmonischen Oszillator, mit Hamiltonfunktion
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Viele der Schritte der Quantenlésung sind bereits hier anwendbar.
Auch klassisch kdnnen wir angepasste Einheiten wéhlen:
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Y=\ P=\ ol = H—2hw(p + x°).

Nebenbemerkung: Was macht 7 in einer klassischen Rechnung?? Das Produkt von x und p hat die
Einheit einer Wirkung, die “angepassten Koordinaten” ¥, § sind aber dimensionslos. Daher muss
das Produkt der beiden Vorfaktoren ebenfalls die Einehit einer Wirkung haben. In der klassischen
Physik gibt es keine natiirliche Wirkungskonstante. Man konnte sie beliebig wéhlen — nimmt
aber gerne 1, damit die Behandlung mit der QM zusammenpasst. Wir werden das spéter in der
thermodynamischen Behandlung von Gasen wieder sehen).

a) Wihlen Sie nun die komplexen Koordianten

a::\—@(f+iﬁ) = a =-—=(X—ip)

(wir nutzen den “Dolch”, t, fiir die komplexe Konjugation). Wie kann man x,p aus a,a
erhalten?

+

b) Driicken Sie die Hamiltonfunktion in komplexen Koordinaten aus.

¢) Man kann zeigen (siehe Anmerkung), dass die Bewegungsgleichungen in komplexen Koordi-
naten die folgende Form annehmen:

a= LOH g 10H @)
ih oat ih da
Losen Sie die Bewegungsgleichungen!
Anmerkung: Sie konnen (1) einfach verwenden. Falls Sie wissen wollen, wo die Gleichung

herkommt: Mit Hilfe der Poisson-Klammern rechnet man leicht aus

1 5 5 5 o 1
{a,a'} = - (—i{X, P} +i{P,X}) = .
2 ih
Daraus folgt, dass der Koordinatenwechsel (x, p) — (a,a") bis auf den Faktor 3 kanonisch ist,
also bis auf diesen Faktor die Hamiltonschen Bewegungslgeichungen erhlt.

d) Beschreiben Sie die Zeitentwicklung des harmonischen Oszillators im Phasenraum. Warum ist
die Energie erhalten?


https://de.wikipedia.org/wiki/Poisson-Klammer
https://de.wikipedia.org/wiki/Kanonische_Transformation
https://de.wikipedia.org/wiki/Kanonische_Gleichungen
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2 Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators

Der harmonische Oszillator ist als Modellsystem so wichtig, dass manche Leute sagen, Physik sei die
Untermenge der menschlichen Erfahrung, die durch harmonische Oszillatoren beschrieben werden
kann. Daher — auch wenn es etwas algebraisch wird — halten Sie unbedingt durch!

In der Vorlesung wurden einige Argumente ausgelassen, die wir hier nachrechnen werden. Ziel
dieser Herangehensweise ist es, Sie zu ermuntern, sich mit der Herleitung im Detail auseinanderzu-
setzen.

a) [5 Punkte] In der Vorlesung wurde gezeigt, dass die Grundzustandswellenfunktion des harmo-
nischen Oszillators die Bedingung

apo =0

erfiillt. Also: “Wenn man versucht vom Grundzustand aus weiter abzusteigen, bekommt man
nur eine 0 als Losung”. Es wurde behauptet, dass diese Bedingung die Wellenfunktion bis auf
eine komplexe Phase eindeutig festlegt, und zwar zu

mw)1/4 _1mw,2

polx) = (o) et 2

Beweisen Sie diese Behauptung. Driicken Sie dazu den Vernichtungsoperator 4 durch den Orts- und
Impulsoperator aus, zeigen Sie, dass der Ansatz (2) die resultierende Differentialgleichung lost, und dass
er korrekt normiert ist.

b) [5 Punkte] Um uns nicht mit Einheiten herumschlagen zu miissen, rechnen wir ab jetzt (also
auch in den folgenden Aufgaben) mit # = m = w = 1. Das bedeutet, die Grundzustandswel-
lenfunktion lautet nun ¢o(x) = ﬁe*xz/ 2, Zeigen Sie durch Anwendung des Aufsteigeoperators auf

die Grundzustandswellenfunktion, dass die ersten beiden angeregten Zustinde durch

\/5 _1,2 1,2
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Pr1(x) = —aYe P2(x) = W@x —1)e 2" ()
gegeben sind. Skizzieren Sie die Funktionen ¢y, ¢1, ¢> von Hand oder plotten Sie sie am Computer.

¢) [5 Punkte] Aus der in der Vorlesung besprochenen allgemeinen Theorie der Leiteroperatoren
wissen wir bereits, dass das oben gefundene ¢ (x) die stationdre Schrodingergleichung H¢; =
E;¢, 16st, also dass

%(pz + )22)471(3() = <1 + ;)471(3(?) (4)

gilt. Aber die allgemeine Theorie war lang und abstrakt... Priifen Sie durch direktes Einsetzen der
Formel (3) fiir ¢, dass sie eine Losung der Differentialgleichung (4) ist.

d) [5 Punkte] (Diese Aufgabe ist mit dem Material der Dienstagsvorlesung (3.5.) leichter, sollte
zur Not aber auch vorher machbar sein). Wenn Sie ¢, fiir n = 0, 1,2 plotten, so konnte Ihnen
auffallen, dass die Varianz der Ortsverteilung mit steigendem n grofler wird. Das werden wir
hier quantitativ betrachten. Die Aufgabe soll auch illustrieren, wie man Erwartungswerte nur
unter Ausnutzung der Vertauschungsrelationen der Leiteroperatoren bestimmen kann — ohne
explizit Integrale ausrechnen zu miissen. Dies ist in der Quantenvielteilchentheorie eine extrem
wichtige Technik. In der Vorlesung werden wir die Resultate dieser Aufgabe verwenden, um
das Heisenbergsche Unscharfeprodukt zu bestimmen.
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In der Vorlesung am Dienstag werden wir folgende Orthogonalititsrelation fiir die Eigenfunktio-
nen ¢, des harmonischen Oszillators beweisen:

[ 0" () dx = b ©)

Fiir einen Operator A sei

(A, = [ gul2)"Agu(x) dx

der Erwartungswert bzgl. des Zustands ¢;,.

Zeigen Sie mit Hilfe der Definition und der Vertauschungsrelationen der Leiteroperatoren, dass

N 1, 1, ... At
(X%)y, = §<W>¢n + §<ﬂ+a+>¢n + (a%a)y, +

1
5
Zeigen Sie mit Hilfe von Gl. (5) und den in der Vorlesung hergeleiteten Wirkungen der Leiteroperatoren

auf Eigenzustinde, dass die ersten beiden Summanden verschwinden und dass der dritte Summand n

ergibt. Insgesamt erhalten wir also (X?) g =1+ 3.
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