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In dieser Woche betrachten wir die Bellschen Ungleichungen, die elementare Annahmen des
klassischen Weltbilds als mit empirischen Daten unvereinbar identifizieren. Wir haben uns auch
ein quantenmechanisches Modell fiir das Bellexperiment angesehen. Dabei blieben einige Schritte
offen. Auf diesem Zettel werden wir diese Schritte nachvollziehen und einen weiteren wichtigen
verschrankten Zustand, den Singulett-Zustand, kennenlernen.

Zunichst eine Zusammenfassung der in der Vorlesung behandelten Rechenregeln fiir die quanten-
mechanische Beschreibung von zwei Spin-1/2-Systemen. Im Gesamthilbertraum verwenden wir die
Orthonormalbasis

DI, DD, Thih, THI.

Wenn sich der erste Spin im Zustand |a) = a4| 1) +a| |) und der zweite Spin im Zustand
|B) = B+| 1) + By| |) befindet, so gilt fiir den Gesamtzustand

@)1B) = (ar[ 1) +ay[ D)(Br[ 1)+ Bul 1)) = arBr| DI D) +ar Byl D) +a ol 1) +a B D] -

Wenn A ein Operator auf dem ersten Teilsystem ist, dann wirkt er auf den ersten Faktor eines
Produktterms

AV(|)[)) = (Ala))IB),
und analog fiir Operatoren A(?) auf dem zweiten Teilsystem.

a) [5 Punkte] Im Folgenden sei
1
V2

der verschrankte Zustand, den wir in der VL fiir die Verletzung einer Bellungleichung verwen-
den. In der VL wird gezeigt:

S
V2
_
V2

Zeigen Sie analog die folgenden Relationen:

@) =—=(DIN+1DI)

A5 (DI +IDI) = (e + (@) (e14)

(NN + (=N =107 = (@ eteP et = 1.

otVolP oty =

@ o 0oty =1, (@flo 0 |eh) =0,
Insgesamt gilt also, fur i,j € {x,z},
<®+’6_(1)A(2)‘q>+> — (51] (1)

b) [5 Punkte] Es seien
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zwei Einheitsvektoren in der x-z-Ebene. Sei
Lz = 0,0y + 0,0,

der Operator der die Messung der Drehimpulskomponente entlang der 7-Achse beschreibt
(dabei verwenden wir Einheiten, so dass die Eigenwerte +1 statt j:% sind). Der Operator L ist
analog definiert. Benutzen Sie (1) um zu zeigen, dass

(@2 0" = (3,0) 2)

gilt, wobei (7, W) = vywy + v,w, das tibliche Euklidsche Skalarprodukt ist.

Hinweis: Einfach mal einsetzen, dann ist es eine kurze Rechnung.

Anmerkung: Wir werden die Formel (2) in der VL nutzen, um eine Verletztung der Bellschen
Ungleichung in der QM nachzuweisen.

¢) [5 Punkte] Der Zustand

1

¥ =—==(UDIH=THIT)

S

2

heifst Singulettzustand. Zeigen Sie
(¥ lotol? e ) = (¥ |oy ol ¥ ) = 1.

Begriinden Sie, warum aus der zweiten Relation folgende physikalische Interpretation folgt: “Misst man
den Drehimpuls der beiden Teilchen jeweils in x-Richtung, so erhélt man stets unterschiedliche
Ergebnisse (also +1 bei ersten und —1 beim zweiten Teilchen oder umgekehrt), nie aber
gleiche”.

Anmerkung: Man kann leicht allgemeiner zeigen, dass diese strenge Antikorrelation fiir be-
liebige Drehimpulskomponenten gilt, nicht nur fiir die x- und z-Komponente. Da die beiden
Teilchen im Singulettzustand also stets entgegengesetzte Drehimpulskomponenten haben,
folgt, dass der Gesamtdrehimpuls der beiden Teilchen verschwindet. Wir haben gesehen, dass
ein einzelnes Spin-1/2-Teilchen in einem inhomogenen Magnetfeld immer abgelenkt wird (in
eine von zwei Richtungen). Ein mechanisch gekoppeltes System aus zwei Spin-1/2-Teilchen
im Singulettzustand spiirt den Einfluss von Magnetfeldern aufgrund des verschwindenden
Gesamtdrehimpulses hingegen nicht! Man kann zeigen, dass der Singulettzustand der einzige
Zustand von zwei Spin-1/2-Teilchen ist, der diese Eigenschaft hat — daher der Name. Allge-
meiner werden solche Effekte in der Theorie der Kopplung quantenmechanischer Drehimpulse
untersucht. Die Theorie ist leider nicht ganz trivial und wird daher hier nicht besprochen
werden.

d) [5 Punkte] Zeigen Sie, dass der Singulettzustand verschrinkt ist, also dass es keine Einteilchenzu-
stinde

@) = aq[T) +ay|d), 1By = Byl + Buld)
gibt, so dass [¥7) = |a)|B) gilt.

Hinweis: Multiplizieren Sie [¥~) = |a)|B) aus und vergleichen Sie Koeffizienten. Zeigen Sie,
dass wenn es eine Losung gabe, dann wiirde a4, a|, By, B; # 0 gelten. Das fiihrt aber zu einem
Widerspruch...
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