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1 Kombinatorik, Fakultiten und Binomialkoeffizienten

In dieser Aufgabe werden wir uns mit Fakultidten und Binomialkoeffizienten vertraut machen.
Diese sind definiert als
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Wie wir sehen werden, spielen diese beiden Funktionen grofie Rollen in der Kombinatorik, die
wiederum wichtig fiir die statistische Physik ist. Neben den , Abzédhlaufgaben” mag Ihnen dieses
Blatt daher etwas abstrakt und/oder langweilig erscheinen, die gezeigten Ndherungen werden aber
ausgesprochen niitzlich sein. Dariiber hinaus ist es sehr hilfreich, ein Gefiihl fiir die beteiligten
Funktionen und ihr Verhalten fiir grofie Argumente zu entwickeln.

a) Auf wie viele verschiedene Arten kann man N verschiedene Badetiicher auf M unterscheidbare
Badeliegen verteilen, wenn auf keiner Liege mehr als ein Handtuch liegen darf (Nehmen Sie
an, dass M > N)? Ist diese Zahl fiir N = 20 und M = 50 grofSer oder kleiner als die Anzahl an
Wassermolekiilen in einem Olympia-Schwimmbecken?

b) Teilaufgabe a) zeigt uns, dass die Fakultdt zur Beschreibung kombinatorischer Probleme
niitzlich sein kann, und es wird von grofiem Nutzen sein, sie durch eine glatte Funktion zu
ndhern. Beweisen Sie die Ndherung
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Hinweis: Logarithmieren Sie die Fakultdt und ndhern Sie dann die auftretende Summe durch
ein Integral.

fur grofse n > 1.

Anmerkung: Wir zeigen hier also, dass es keine Konstante y gibt, sodass e¥" fiir alle n grofer
als n! ist. Die Fakultatsfunktion wachst demnach schneller als jede (reine) Exponentialfunktion,
die wir hinschreiben konnen, also wirklich, wirklich schnell.

¢) Von insgesamt N Kindern sollen im Sportunterricht L < N Kinder zum Schwimmen, die N — L
restlichen Kinder in die Turnhalle geschickt werden. Wie viele verschiedene Mdoglichkeiten gibt
es, die Kinder auf diese Weise auf die beiden Sportstatten zu verteilen?

d) Zeigen Sie mittels Teilaufgabe b) folgende Ndherung fiir den Binomialkoeffizienten fiir / = An,
A € [0,1] und groe n:
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wobei die binire Entropie h(x) fiir x € [0,1] durch
h(x) = —xInx — (1 —x)In(1 —x)

gegeben ist. Skizzieren Sie den Graphen der Funktion /i(x) und zeigen Sie, dass

W (x) = 1n<1 —1>.
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Kleine Werkzeugsammlung fiirs Plotten

Mochte man sich einen Uberblick iiber das Verhalten einer Funktion machen, dann ist es mit
Sicherheit eine gute Idee, ihren Graphen zu zeichnen. Dies geht am Computer natiirlich schneller,
préziser und bequemer als handisch. Daher haben wir hier ein paar Moglichkeiten zusammengestellt,
Funktionen am Computer darzustellen. Nattirlich ist dies ein winziger Auszug und eine Online-Suche
wird Ihnen viele weitere Optionen zugéanglich machen.

Zunichst gibt es Optionen, sich online Funktionen darstellen zu lassen (und den Plot entweder zu
exportieren oder mit Screenshots — bitte nicht mit Fotos — zu arbeiten).

* wolframalpha.com: Es geniigt in der Regel, eine Funktion symbolisch einzugeben, und die
Antwort wird neben diversen Analysen auch einen Plot enthalten. Fiir genauere Einstellungen
kann man z.B. Plot x!, {x, 1, 20} eingeben, wobei {x, 1, 10} den zu zeichnenden Bereich
auf der x-Achse beschreibt. Fiir mehr Optionen und Details schauen Sie sich einfach in der
zugehorigen Online-Hilfe um.

* geogebra.org/graphing: Ausgesprochen intuitiv. Geben Sie einfach die Funktion(en) ein. Optio-
nen werden iiber die graphische Benutzeroberflache eingestellt. GeoGebra ist ein open source
Projekt.

¢ desmos.com/calculator: Die Startup-Schwester von GeoGebra.

Dariiber hinaus ware der traditionelle Weg, eine Programmiersprache Ihrer Wahl zu installie-
ren und die zugehorigen Zeichenpakete zu verwenden. Angesichts der ziemlich schlauen online-
Werkzeuge und ihrer intuitiven Eingabeoptionen ist dies oft ein unnétig grofser Aufwand, kann
aber hilfreich sein, wenn man viele Einstellungen verwenden mochte, eine grofiere Menge Res-
sourcen fiir Berechnungen der Plots benotigt oder sich schlichtweg nicht auf Einschrankungen
der online-Anbieter einlassen mdchte. Vielleicht haben Sie ja auch einfach Lust, sich ein wenig im
Programmieren und Visualisieren zu versuchen...

Als mogliche Startpunkte hier also eine kleine Link-Sammlung;:

¢ Python ist eine weit verbreitete open source Programmiersprache. Sie wird weitesgehend
numerisch verwendet und Plots lassen sich mit z.B. mit dem Standardpaket Matplotlib oder
mit Seaborn erstellen. Es gibt allerdings auch die Option, mittels SymPy mit symbolischen
Funktionen zu arbeiten und diese leicht zu plotten. Tutorials:

- tutorialspoint.com Fiir das Plotten mit SymPy. Kurz und niitzlich.

- kaggle.com Ein wenig mehr Fokus aufs Programmiertechnische, suchen Sie sich niitzliche
Informationen heraus.

- datacamp.com Kiirzer und weniger theoretisch. Bespricht auch Pylab.

e Julia ist eine modernere, rechenstdrkere Programmiersprache als Python, ebenfalls open source,
jedoch (noch) nicht so weit verbreitet. Plotten mit numerischen Daten ist genauso mdoglich wie
symbolisches Plotten mittels Julias Variante von SymPy.

* Mathematica ist das kommerzielle, ausgewachsene Programm zum online-Tool WolframAlpha
vom selben Anbieter. Laut RRZK ist eine Campuslizenz auf Anfrage erhiltlich.

* Maple ist eine ebenfalls kommerzielle, rechenstarke Mathematiksoftware, die leicht mit sym-
bolischen Ausdriicken zu bedienen ist. Erhéltlich im Softwareshop der Uni Koéln, leider aber
kaum bezahlbar und daher eher interessant, wenn Sie anderweitig eine Lizenz erhalten konnen.


https://www.wolframalpha.com/
https://www.geogebra.org/graphing?lang=de
https://www.desmos.com/calculator?lang=de
https://www.python.org/
https://matplotlib.org/
https://seaborn.pydata.org/
https://www.sympy.org/en/index.html
https://docs.sympy.org/latest/modules/plotting.html
https://www.tutorialspoint.com/sympy/sympy_plotting.htm
https://www.kaggle.com/code/prashant111/matplotlib-tutorial-for-beginners/notebook
https://www.datacamp.com/tutorial/matplotlib-tutorial-python
https://julialang.org/
https://docs.juliaplots.org/latest/tutorial/
https://docs.juliahub.com/SymPy/KzewI/1.0.29/introduction/
https://reference.wolfram.com/language/
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